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INTRODUCTION

El Teorema de Helly constituye una importante herramienta en muchas dreas de
Matematicas como son el Analisis, y la Geometria entre otros. Este, por su sencillez para
proponerlo, y su importancia en la convexidad es de gran relevancia y digno de estudiar.
La meta en esta investigacion ha sido proponerlo, demostrarlo y tratar de extenderlo a otras
dimensiones y trabajar ademas con una familia mas grande de conjuntos.

EL TEOREMA DE HELLY EN EL PLANO

Definicion: Un conjunto a es convexo, si para cualesquiera dos puntos de «, el segmento
de linea comprendido por estos dos puntos esta totalmente contenido en « (fig. 1).

Tomemos n conjuntos convexos en el plano, tales que para cada tres
de ellos tienen un punto en comun. Entonces los n conjuntos tienen
un punto en comun.

Demostracion:
La prueba se desarrollara por induccion.
Para n=4, denotemos los cuatro conjuntos convexos por «;, a,, &3

y a,4. Sean:

fig. 1

P, un punto en comin de «,, a3 y a4;
P, un punto en comin de a;, a3 y a4;
P; un punto en comun de ¢, o, y a4;
P, un punto en comunde o, a, y 3.



Luego, como A, P, y P; estan en a4, por ser éste
convexo, se. tiene que el tridngulo APRP,P, Cay.
Anélogamente, se tiene que AP,PsP, c ay, ABP,Py,Ccayy
AP,P,P, < o, (fig. 2).

A continuacion consideremos dos casos:

Caso l.- Uno de los puntos esta contenido en el triangulo

formado por los otros tres. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que P €AP,P,P, (fig. 3). En este caso,

tenemos que Py ea; Na, Na;Nay,, y el caso n=4 queda

demostrado. Esto también es valido si los puntos P,, Py S
P, estan alineados. S
Caso 2.- Ninguno de los puntos cae en el tridngulo formado por P4
los otros tres. Entonces se tiene que los puntos P, P, Py
P2 Fig. 3
P, forman un cuadrilatero convexo (fig. 4). Luego, tomando el
punto O formado por la interseccion de las diagonales, se P2
observa que OeAPP;P,, i#j, ik, j#k, i ] k=1...4. Por L
P3

lo tanto Oeo na,na;na, 'y concluimos esta P

demostracién para el caso n=4. "

Supongamos que el Teorema es cierto para n-/ conjuntos, y lo

: Fig. 4
demostraremos para n conjuntos. Sean «;, ¢j,.., @, N 9

n
conjuntos convexos tales que cada tres de ellos tienen un punto en comiin. Denotemos por
a=a,; Nna,. Como la interseccion de convexos es convexa, a €s convexa, asi que
tenemos una lista ¢, ,,..., @,_,, @ de conjuntos convexos. A continuacidon, vamos a ver
que se cumplen las hipotesis del Teorema de Helly para estos n-/ conjuntos convexos.
Cualesquiera tres conjuntos de «;, a,,..., &,_,, por hipdtesis, tienen un punto en comun.

Para estos conjuntos de la forma «;, o, a, (i,j=1,.,n—2, i#j ), su interseccion es

Jj°
a;Na;Na,; Na,. Sabemos que su interseccion es no vacia, ya que acabamos de probar

el Teorema de Helly para 4 conjuntos. Por lo tanto existe un punto comun a estos. De aqui
que cualesquiera tres conjuntos de «;, @,,..., &, _,, a tienen un punto en comun, y por

hipotesis de induccion, todos tienen un punto en comin. Queda demostrado el Teorema.
GENERALIZACIONES DEL TEOREMA DE HELLY

Sean «;, «,,..., @, conjuntos convexos en R". Supongamos que cada n+l, n>2,
conjuntos tienen un punto en comun. Entonces todos tienen un punto en comun.



Demostracion:

Aplicaremos el método de induccién a la dimensioén y al nimero de conjuntos.

El caso en que la dimension es 2, por la demostracion anterior el resultado es claro.

Supondremos que el teorema es valido para R"™', y se procedera a probarlo para R".

Analogo al caso en el plano, probaremos primero el teorema para n+2 conjuntos.
Sean entonces «,,a5,...,a,,, conjuntos. Con la propiedad de que cada n+1/ de ellos tienen

un punto en comun. Como cada n+2 convexos de nuestra coleccion tienen un punto en
comun, existen:

Pl Eaz ﬁa3 ﬁ...ﬁanH ﬁan+2;
P2 Eal maz ﬁ...ﬁanH ﬂan+2;_
' | AN

Paoceana,n.na,Na,,r;

83 B \B1
Denotemos por a=a; Nna, N...Nna,,, -
Sea P un punto de «. Como «,,a;,...,a,,, SON CONVEXOS,
se tiene que los segmentos: pP3 po o
PR ca,naz;N...na,,; fig. 5

PP, coa nayn...na,.;

PP cana,n...na,;

Ver (fig. 5) para el caso del pliano.

Supongamos que o y «,,, no tienen un punto en comun, esto es, & N «,,,, =<, entonces
existe un hiperplano / que los separa, con / n¢,,, #J. Definimos el punto B, = PP, N1,
B, =PP, Nl,..., B,,; =PP,,, nl. El punto B, pertenece a a,,as,...2,,; . Y de forma
analoga, se comprueba la pertenencia de los demas puntos.

Luego, cada n figuras de «,,,,...,2,,, tienen un punto en comin
con /. Como / intersecta a a;,a,,...,a,,; en conjuntos de dimension
n-1, por el Teorema de Helly para R"' se tiene que existe un punto
Oen [ comin a ¢,,a,,....,a,,; . Lo cual es una contradiccion, ya que

habiamos dicho que se podian separar. Por lo que los n+2 conjuntos
convexos tienen un punto en comuin. Hemos probado el teorema para fig. &
un numero finito de convexos.

Q.ed.

Para la segunda extension del Teorema de Helly daremos las siguientes definiciones.



Definicion: Un conjunto o es acotado si existe una bola que contenga enteramente a «
(fig. 6).

Diremos que a es un conjunto cerrado si este contiene a su frontera (fig. 1).

Sean ay S dos conjuntos ajenos en el piano, y sea / una linea en el plano. Se dice que 1
separa oy f silos interiores de ¢y S caen en distintos lados de 7 (fig. 5).

Observacion: En caso de que ay S sean conjuntos cerrados, la definicion deja la
posibilidad de que parte de la frontera de uno de ellos intersecte a /.

Teorema.- Si o'y B son conjuntos convexos ajenos en el plano, existe una linea / que los
separa.

Teorema (Propiedad de la interseccion finita).- Sea X un conjunto cerrado y acotado en el
plano. Entonces X tiene la siguiente propiedad:
Si {F;}, iel, es una familia de cerrados de X, tal que para todo subconjunto J </ finito

con NF,#0,ieJ, entoncesNF, #J, iel.

Nota: Las definiciones se pueden extender a cualquier dimension facilmente.

Segunda extension del Teorema de Helly.

Sean «;,i eI, una familia infinita de conjuntos convexos y cerrados en R", con al menos

uno de ellos acotado. Supongamos que cada n+/ conjuntos tienen un punto en comun.
Entonces todos tienen un punto en comun.

Por la demostracion anterior se tiene que n+2 figuras tienen un punto en comun. Para
concluir con lo deseado, bastara usar la propiedad de la interseccion finita. Tomando como
X el conjunto convexo que es acotado, definamoslo por «;, y los F; =a;, nay, a; #ay.
Como na; #J, ieJ finito, concluimos que Nnea,; =, iel, es decir, existe un punto
comun a todos. Con esto probamos el teorema.

Q.ed.
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